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Актуальность темы. Предмет исследования диссертационной ра-
боты составляют труднорешаемые оптимизационные задачи, являющие-
ся обобщениями классической задачи коммивояжера (Traveling Salesman
Problem, TSP). В работе исследуются: задача о цикловом покрытии
фиксированной мощности k минимального веса (Minimum-weight k-Size
Cycle Cover Problem, Min-k-SCCP), обобщенная задача коммивояжера
(Generalized Traveling Salesman Problem, GTSP) и её геометрическая по-
становка евклидова обобщенная задача коммивояжера на сетке (Euclidean
Generalized Traveling Salesman Problem in k Grid Clusters, EGTSP-k-GC).
Результаты для близких постановок маршрутных задач были по-
лучены в работах Э.Х. Гимади, А.А.Агеева, Б.Манти, А.Г.Ченцова,
А. Григорьева и др.
Задача о цикловом покрытии графа фиксированного размера k мини-
мального веса — это задача комбинаторной оптимизации, заключающаяся
в поиске оптимального покрытия полного взвешенного графа k вершинно-
непересекающимися циклами. На содержательном уровне каждый цикл в
покрытии может трактоваться как маршрут для некоторого транспортно-
го средства, посещающего соответствующее множество клиентов. С этой
точки зрения задача о цикловом покрытии близка к известной задаче
маршрутизации транспорта (Vehicle Routing Problem, VRP). С другой
стороны, при фиксированной единичной мощности циклового покрытия
задача совпадает с классической задачей коммивояжера. Кроме того, за-
дача о цикловом покрытии мощности k занимает промежуточное поло-
жение в сложностной иерархии между эффективно разрешимой задачей
о назначениях и труднорешаемой задачей коммивояжера, что индуциру-
ет дополнительный теоретический интерес к исследованию сложности и
аппроксимируемости Min-k-SCCP.
Постановка обобщенной задачи коммивояжера (Generalized Traveling
Salesman Problem, GTSP), известной в отечественной литературе под на-
званием «задача обхода мегаполисов», задается полным взвешенным гра-
фом, множество вершин которого разбито на k непересекающихся кла-
стеров, и заключается в поиске цикла минимального веса посещающего
каждый кластер.
На данный момент даже для метрической постановки GTSP неиз-
вестны полиномиальные алгоритмы с постоянной гарантированной оцен-
кой точности. Поэтому исследования в области вычислительной и пара-
метрической сложности задачи GTSP, а также ее аппроксимируемости
по-прежнему сохраняют актуальность. Кроме того, актуальными пред-
ставляются вопросы эффективной аппроксимируемости геометрических
постановок GTSP, представляющих наряду с теоретическим серьезный
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практический интерес, обладая многочисленными приложениями, напри-
мер, в задачах оптимальной доставки почтовых отправлений и задачах о
демонтаже отработанных энергоблоков АЭС.
В задаче EGTSP-k-GC, одной из таких геометрических постановок
GTSP, вершины графа являются точками на евклидовой плоскости, а раз-
биение на кластеры индуцируется клетками целочисленной решетки. Как
и в общем случае требуется построить цикл, обладающий минимальным
весом и посещающий каждый кластер в точности один раз. Известно, что
задача EGTSP-k-GC NP-трудна в сильном смысле (при условии, что k
является частью входа) и обладает приближенными алгоритмами с фик-
сированными оценками точности. Кроме того, известен отрицательный
результат о невозможности построения PTAS для евклидовой постанов-
ки GTSP. Естественным образом возникает вопрос об уточнении статуса
аппроксимируемости задачи EGTSP-k-GC, в частности, о возможности
построения полиномиальных приближенных схем для данной задачи.
Цель работы — построение эффективных алгоритмов с гарантиро-
ванными оценками точности и обоснование полиномиально разрешимых
подклассов для задачи о цикловом покрытии фиксированного размера,
обобщенной задачи коммивояжера и обобщенной задачи коммивояжера
на сетке.
Методы исследований. В работе использовались методы дискрет-
ной оптимизации и исследования операций, методы комбинаторного и ве-
роятностного анализа, а также динамическое программирование.
Научная новизна и значимость работы. Установлен сложностной
статус задачи о цикловом покрытии, Min-k-SCCP NP-трудна в сильном
смысле даже в частной евклидовой постановке. Для метрического случая
задачи впервые разработан алгоритм с гарантированной асимптотически
достижимой оценкой точности 2.
Для евклидовой постановки задачи о цикловом покрытии графа в про-
странстве произвольной фиксированной размерности впервые предложе-
на эффективная полиномиальная приближенная схема (EPTAS).
Для обобщенной задачи коммивояжера в работе впервые введены
понятия l-квазипирамидального и l-псевдопирамидального маршрутов,
обобщающие фундаментальное понятие пирамидального маршрута, и по-
строены FPT-алгоритмы поиска оптимального l-квазипирамидального
и l-псевдопирамидального маршрутов за кубическое от числа вершин
время. Кроме того, в работе описан полиномиально разрешимый под-
класс задачи GTSP, для которого оптимум достигается на множестве
l-квазипирамидальных маршрутов и может быть найден за O(n3). Ука-
занный подкласс является геометрическим и соответствует обобщенной
задаче коммивояжера на сетке при H  2.
Впервые для обобщенной задачи коммивояжера на сетке построены
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приближенные схемы как для быстро, так и для медленно растущих зна-
чений параметра k = k(n). Две из них представляют практический инте-
рес, так как являются линейными приближенными схемами при произ-
вольном фиксированном значении параметра k.
На защиту выносится совокупность результатов, связанных с дока-
зательством труднорешаемости, построением эффективных алгоритмов
с гарантированными оценками точности и обоснованием полиномиально
разрешимых подклассов для задач, являющихся обобщениями классиче-
ской задачи коммивояжера, а именно для задачи о цикловом покрытии
фиксированного размера, обобщенной задачи коммивояжера и обобщен-
ной задачи коммивояжера на сетке.
Апробация результатов работы. Основные результаты диссерта-
ции докладывались на следующих международных конференциях: Меж-
дународной конференции «Дискретная оптимизация и исследование опе-
раций (DOOR-2016)» (Владивосток, 2016); V, VI, VII и VIII Международ-
ной конференции «Оптимизация и приложения (OPTIMA)» (Черногория,
Петровац, 2014, 2015, 2016, 2017); 28 Европейской конференции по комби-
наторной оптимизации ECCO (Италия, Катания, 2015); 8 Международ-
ной конференции по моделированию и теории управления MIM (Франция,
Труа, 2016); 2 Международной конференции по численным вычислениям
NUMTA (Италия, Пиццо Калабро 2016); XVI и XVII Байкальской между-
народной школе-семинаре «Методы оптимизации и их приложения» (Ир-
кутск, 2014, 2017); XV Всероссийской конференции «Математическое про-
граммирование и приложения» (Екатеринбург, 2015); VI Международной
конференции по анализу изображений, сетей и текстов AIST (Москва,
2017); 46, 47 и 48 Международной молодежной школе-конференции «Со-
временные проблемы математики и её приложений» (Екатеринбург, 2015,
2016, 2017).
Публикации. По теме диссертации автором опубликована 21 работа,
из них 8 статей в научных журналах из списка ВАК из которых 6 — в из-
даниях, индексируемых Web of Science, 6 — Scopus, 5 — РИНЦ. В совмест-
ных с научным руководителем работах постановки задач предложены им,
подходы к построению и анализу алгоритмов найдены совместно. Дока-
зательства всех утверждений получены диссертантом лично. Конфликт
интересов отсутствует.
Структура и объём работы. Диссертация изложена на 101 страни-
це, содержит введение, три главы, заключение, список публикаций автора
по теме диссертации, благодарности и список литературы. Список лите-
ратуры содержит 116 источников.
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СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ
Во введении раскрываются актуальность и цель работы, обосновыва-
ется научная новизна, анонсируются основные результаты диссертации и
приводится ее краткое содержание.
В первой главе диссертации содержится обзор текущего состояния
исследований в области алгоритмического анализа комбинаторных задач,
обобщающих задачу коммивояжера, и приводятся постановки исследуе-
мых задач.
В разделе 1.1 приведены необходимые для дальнейших рассуждений
понятия теории комбинаторной оптимизации.
В разделе 1.2 кратко описана эволюция исследования задачи комми-
вояжера, начиная с 50-х годов прошлого века до наших дней; приведены
постановки задачи маршрутизации транспорта (VRP), задачи m комми-
вояжеров (m-PCP) и обобщенной задачи коммивояжера (GTSP).
В начало раздела 1.3 вынесено обоснование актуальности исследова-
ния задач о цикловом покрытии графа, перечислены известные резуль-
таты для данных задач; в конце раздела приведена постановка задачи о
цикловом покрытии фиксированного размера k (Min-k-SCCP) и отмечены
основные результаты, связанные с Min-k-SCCP.
Задача о цикловом покрытии графа (Cycle Cover Problem, CCP) —
это задача комбинаторной оптимизации, заключающаяся в поиске опти-
мального покрытия графа вершинно-непересекающимися циклами. По-
видимому, впервые задача была сформулирована в известной статье
С.Сани и Т. Гонзалеса1, где в качестве критерия оптимальности покры-
тия использовалось число образующих его циклов. Позднее исследованию
CCP и различных модификаций этой задачи были посвящены многочис-
ленные работы2,3,4.
Укажем постановку исследуемой в работе задачи о цикловом покры-
тии фиксированного размера. Пусть C — произвольный простой цикл
в графе G, через V (C) и E(C) обозначим подмножества составляющих
его вершин и дуг. На множестве ребер графа G задана весовая функция
w : E ! R+, однозначно определяемая матрицей W = (wij) (1 6 i; j 6 n).
Весом (стоимостью) цикла C назовем величину W (C) =
P
e2E(C) w(e).
Цикловым покрытием размера k (k-Size Cycle Cover, k-SCC) гра-
фа G назовем произвольное семейство C = fC1; :::; Ckg его вершинно-
1Sahni S., Gonzales T. P-complete approximation problems // Journal of the ACM,
23:555–565, 1976.
2Bla¨ser M., Manthey B. Approximating maximum weight cycle covers in directed graphs
with weights zero and one // Algorithmica, 42:121–139, 06 2005.
3Chandran L., Ram L. On the relationship between ATSP and the cycle cover problem.
Theoretical Computer Science, 370:218–228, 2007.
4Manthey B. Minimum-weight cycle covers and their approximability // Discrete
Applied Mathematics, 157:1470–1480, 2009.
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непересекающихся простых циклов, удовлетворяющее условию V (C1) [
: : : [ V (Ck) = V . Вес W(C) такого покрытия равен
Pk
i=1W (Ci).
В задаче Minimum-weight k-Size Cycle Cover Problem (Min-k-SCCP)
задан полный взвешенный граф G = (V;E;w), требуется найти цикло-
вое покрытие размера k минимального веса. Аналогично определяется
Maximum-weight k-Size Cycle Cover Problem (Max-k-SCCP), в которой тре-
буется построить покрытие размера k максимального веса.
Задачей Metric Min-k-SCCP договоримся называть задачу Min-k-
SCCP, в которой каждой вершине графа G инцидентна петля нулевого ве-
са, функция w симметрична, принимает неотрицательные значения и для
любой тройки i; j; l справедливо неравенство треугольника wij+wjl > wil.
Задачей Euclidean Min-k-SCCP назовем подкласс задачи Metric Min-
k-SCCP, в котором вершины G являются точками в d-мерном евклидовом
пространстве, а матрица W порождена попарными расстояниями между
ними.
Отметим несколько недавних результатов, связанных с задачей Min-
k-SCCP. В 2015 г. Э.Х. Гимади и И.А.Рыков предложили асимптотиче-
ски точные алгоритмы с кубической трудоемкостью для Euclidean Max-k-
SCCP в пространстве произвольной фиксированной размерности и Min-k-
SCCP на случайных входных данных при мощности цикловых покрытий
k = o(n) и k  n1=3= lnn соответственно5. В 2016 г. для двух постановок,
обобщающих Metric Min-k-SCCP, А.А.Агеевым были построены полино-
миальные приближенные алгоритмы с фиксированными оценками точно-
сти6.
В разделе 1.4 содержится обсуждение подходов к решению обобщен-
ной задачи коммивояжера (GTSP); перечислены известные результаты
в области алгоритмов с гарантированными оценками точности для за-
дачи коммивояжера с окрестностями; приведена постановка обобщенной
задачи коммивояжера на сетке (EGTSP-k-GC) и отмечены результаты,
связанные с EGTSP-k-GC.
Постановка обобщенной задачи коммивояжера (Generalized Traveling
Salesman Problem, GTSP) задается реберно взвешенным графом G =
(V;E;w) и разбиением V = V1 [ : : : [ Vk на k попарно непересекающихся
кластеров, требуется построить маршрут минимального веса, посещаю-
щий каждый кластер не менее одного раза.
5Гимади Э.Х., Рыков И.А. Асимптотически точный подход к приближенному ре-
шению некоторых задач покрытия графа несмежными циклами // Тр. ИММ УрО
РАН, 21, № 3, 89–99, 2015.
6Ageev A. Constant-Factor Approximations for Cycle Cover Problems. LNCS. Vol.
9869. 93-104, 2016.
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Впервые задача GTSP была введена в конце 60-х годов в работах7,8, в
которых рассматривались модели передачи компьютерных файлов и рас-
пределения клиентов по агенствам социального обеспечения, а в качестве
метода решения использовалось динамическое программирование.
В области алгоритмов с оценками качества для метрической по-
становки GTSP известно не так много результатов. Известен9 3=2-
приближенный алгоритм, где  — это мощность наибольшего из кла-
стеров. Н. Гарг и Ж.Коньевод построили10 O(log2(n) log(log(n)) log k)-
приближенный алгоритм для GTSP.
Рассмотрим евклидову постановку обобщенной задачи коммивояже-
ра на сетке (Euclidean Generalized Traveling Salesman Problem in k Grid
Clusters, EGTSP-k-GC). В этом частном случае GTSP условие задачи
определяется реберно взвешенным графом G = (V;E;w), вершины ко-
торого являются точками на плоскости, весовая функция индуцируется
евклидовыми расстояниями между ними, а разбиение множества вершин
графа на кластеры задается неявно ячейками единичной целочисленной
сетки.
Впервые задача EGTSP-k-GC была введена в работе Б. Бхаттачария
и др.11, в которой для произвольного " > 0 построен (1:5 + 8
p
2 + ")-
приближенный алгоритм как следствие аппроксимационных результатов,
полученных авторами для обобщенной задачи об остовном дереве.
В разделе 1.5 введены понятия пирамидального, l-квазипирамидаль-
ного и l-псевдопирамидального маршрутов для классической задачи ком-
мивояжера, приведен известный алгоритм поиска оптимального пирами-
дального маршрута для задачи коммивояжера.
Рассмотрим классическую постановку задачи TSP, заданную полным
взвешенным графом. Для линейного порядка вершин графа 1; : : : ; n пира-
мидальным называется маршрут вида (1 = vi1 ; : : : ; vir = n; vir+1 ; : : : ; vin),
где vij < vij+1 при (1  j  r   1) и vij > vvj+1 при r + 1  j  n   1.
Известно, что для заданного графа имеется экспоненциальное число пи-
рамидальных маршрутов, оптимальный среди которых может быть най-
7Henry-Labordere A. The record balancing problem: a dynamic programming solution
of a generalized traveling salesman problem // In RIBO, B-2, 736–743, 1969.
8Saksena J. Mathematical model for scheduling clients through welfare agencies //
CORS Journal, 8: 185–200, 1970.
9Slav´ik P. On the approximation of the generalized traveling salesman problem // Tech.
rep., Department of Computer Science, SUNY-Buﬀalo, 1997.
10Garg N., Konjevod G. A polylogarithmic approximation algorithm for the group steiner
tree problem // Journal of Algorithms, 37:66–84, 2000.
11Bhattacharya B., C´ustic´ A., Raﬁey A., Sokol V. Combinatorial Optimization and
Applications: 9th International Conference, COCOA 2015, Houston, TX, USA, December
18-20, 2015, Proceedings, chapter Approximation Algorithms for Generalized MST and




В конце 90-х годов Х. Еномото, Я. Ода и К. Ота описали13,14,15 клас-
сы маршрутов, для которых задачи поиска оптимального гамильтоново-
го цикла полиномиально разрешимы. Основная идея выделенных клас-
сов заключается в обобщении понятия пирамидального маршрута, на-
пример, следующим образом. Для линейного порядка вершин графа l-
квазипирамидальным называется маршрут вида  = (1 = vi1 ; : : : ; vir =
n; vir+1 ; : : : ; vin), если неравенства vip   viq  l и viq0   vip0  l выполняют-
ся для произвольных 2  p < q  r  1 и r+1  p0 < q0  n  1. Маршрут
 называется l-псевдопирамидальным, если неравенства vip   vip+1  l
и viq   viq+1  l выполняются для произвольных 2  p  r   1 и
r + 1  q  n  1.
Ниже, в разделе 3.1, понятия квази- и псевдопирамидального маршру-
тов нами распространяются на случай обобщенной задачи коммивояжера
GTSP, и показывается, что, как и для классической TSP, оптимальные
маршруты в этих классах могут быть найдены за полиномиальное время
при произвольной матрице весов.
В разделе 2.1 второй главы показывается, что задача о цикловом
покрытии фиксированного размера k NP-трудна в сильном смысле.
Теорема 1. Задача Min-k-SCCP NP -трудна в сильном смысле при про-
извольном фиксированном k  1.
Доказательство теоремы основано на полиномиальной сводимости за-
дачи коммивояжера к постановке Min-k-SCCP путем клонирования усло-
вия исходной задачи.
В разделе 2.2 приведен 2-приближенный алгоритм для метрической
постановки задачи Min-k-SCCP, в которой значение параметра k является
частью входа задачи.
Алгоритм 2.
Input: задана постановка задачи Min-k-SCCP.
Output: 2-приближенное решение.
1. С помощью модификации жадного алгоритма Борувки-Краскала16
строим остовный k-лес минимального веса в графе G.
12Klyaus P. Generation of testproblems for the traveling salesman problem (in Russian)
// Preprint Inst. Mat. Akad. Nauk. BSSR, (16), 1976.
13Enomoto H., Oda Y., Ota K. Pyramidal tours with step-backs and the asymmetric
traveling salesman problem //Discrete Appl. Math., 87(1-3):57–65, 1998.
14Oda Y. An asymmetric analogue of Van Der Veen conditions and the traveling salesman
problem //Discrete Applied Mathematics, 109(3):279 – 292, 2001.
15Oda Y., Ota K. Algorithmic aspects of pyramidal tours with restricted jump-backs //
Interdisciplinary Information Sciences, 7(1):123–133, 2001.
16Nesetril J., Milkova E., Nesetrilova H. Otakar Boruvka on Minimum Spanning Tree
problem: translation of both the 1926 papers, comments, history // Discrete Mathematics,
233:3–36, 2001.
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2. Удваиваем ребра в построенном лесу, преобразуя все его непустые
деревья в эйлеровы подграфы.
3. В каждом построенном эйлеровом подграфе находим эйлеров марш-
рут, который стандартным образом, опираясь на неравенство треугольни-
ка, преобразовываем в гамильтонов цикл (для данной компоненты связ-
ности).
4. В качестве ответа выдаем построенную совокупность циклов, допол-
ненную необходимым числом вырожденных одновершинных маршрутов.
Утверждение 2. Алгоритм 2 имеет трудоемкость O(n2 log n) и гаран-
тированную оценку точности r, удовлетворяющую следующему нера-
венству
2(1  2=n)  r  2(1  1=n): (1)
В разделе 2.3 для евклидовой постановки задачи построена эффектив-
ная аппроксимационная схема (EPTAS), обобщающая фундаментальный
результат, полученный С.Аророй17 для задачи коммивояжера. В основе
алгоритма, находящего (1 + 1=c)-приближенное решение задачи для про-
извольного значения c > 0, лежит принцип декомпозиции исходной поста-
новки на m (m  k) независимых подзадач о цикловом покрытии графа
и адаптация подхода С.Ароры на случай k вершинно-непересекающихся
циклов.
Обоснование предлагаемой аппроксимационной схемы состоит из пяти
основных этапов.
1. Декомпозиция исходной задачи на m (m  k) независимых под-
задач о цикловом покрытии графа меньшей размерности и получение
верхних линейных оценок размеров объемлющих гиперкубов в терминах
оптимальных значений полученных подзадач.
2. Доказательство утверждения о том, что произвольной постановке
задачи Euclidean Min-k-SCCP и каждому значению параметра c за по-
линомиальное время может быть сопоставлена округленная постановка
так, что произвольный (1 + 1=c)-приближенный алгоритм для округлен-
ной постановки задачи индуцирует (1 + c1=c)-приближенный алгоритм
для исходной задачи (для некоторого независимого значения c1 > 1).
3. Построение рекурсивного разбиения объемлющего гиперкуба, со-
держащего вершины графа, задающего округленную постановку задачи
Euclidean Min-k-SCCP.
4. Доказательство теоремы, утверждающей, что с вероятностью, не
меньшей 1=2, в рамках выбранной вероятностной модели существует
(1 + 1=c)-оптимальный набор маршрутов специального вида, именуемый
цикловым (m; r; k)-покрытием графа G.
17Arora S. Polynomial-time approximation schemes for euclidean traveling salesman and
other geometric problems // Journal of the ACM, 45:753–782, 1998.
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5. Построение (1 + 1=c)-оптимального циклового (m; r; k)-покрытия
графа с помощью метода динамического программирования и стандарт-
ной схемы дерандомизации.
Теорема 4. Задача Euclidean Min-k-SCCP в Rd обладает полиномиаль-








Следствие 1. Задача Euclidean Min-k-SCCP в Rd c условием, что k яв-
ляется частью входа, обладает полиномиальной приближенной схемой
с трудоемкостью O(nO(d)(log n)(O(
p
dc))d 1) для k = O(log n).
Следствие 2. Задача Euclidean Min-k-SCCP в Rd обладает эф-






В третьей главе в разделе 3.1 введены понятия l-
квазипирамидального и l-псевдопирамидального маршрутов для
обобщенной задачи коммивояжера и обоснована разрешимость за
O(4ln3) и O(2lkl+4n3) задач поиска оптимальных решений в классах
l-квазипирамидальных и l-псевдопирамидальных маршрутов соответ-
ственно. Таким образом, показано, что обобщенная задача коммивояжера
с симметричной неотрицательной матрицей весов принадлежит классу
FPT.
Пусть V = (V1; : : : ; Vk) — линейно упорядоченное множество из k кла-
стеров вершин заданного графа. Введем отношение частичного порядка
на множестве вершин, для 8u; v : u 2 Vi; v 2 Vj u  v, если i < j.
Определение 9. l-квазипирамидальным маршрутом называется
маршрут вида v1; vi1 ; : : : ; vir ; vk; vjk r 2 ; : : : ; vj1 , в котором vt 2 Vt для
каждого t 2 f1; : : : ; kg и выполняются неравенства ip iq  l и jp0 jq0  l
при l 2 Z+ для произвольных 1  p < q  r и 1  p0 < q0  k   r   2.
Следующая теорема обобщает результат, полученный для случая
классической задачи коммивояжера.
Теорема 5. Оптимальный l-квазипирамидальный маршрут для поста-
новки задачи GTSP с произвольной весовой функцией w : E ! R+ может
быть найден за время O(4ln3).
Определение 10. l-псевдопирамидальным называется маршрут вида
v1; vi1 ; : : : ; vir ; vk; vjk r 2 ; : : : ; vj1 , в котором vt 2 Vt для каждого t 2 [1; k]
и выполняются неравенства ip   ip+1  l и jp0   jp0+1  l для произволь-
ных 1  p < r и 1  p0 < k   r   2.
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Произвольный l-квазипирамидальный маршрут является также и
l-псевдопирамидальным. Поиск оптимального l-псевдопирамидального
маршрута может быть также организован за полиномиальное по коли-
честву вершин время.
Теорема 6. Оптимальный l-псевдопирамидальный маршрут для поста-
новки задачи GTSP с произвольной весовой функцией w : E ! R+ может
быть найден за время O(2lkl+4n3).
Построенные в доказательстве теорем 5 и 6 алгоритмы принадлежат
классу FPT относительно параметров l и (k; l), соответственно.
В разделе 3.2 доказана разрешимость евклидовой задачи GTSP-GC,
стесненной дополнительным ограничением на высоту сетки H  2, за
кубическое время.
ПустьH иW обозначают высоту и ширину (число строк и колонок) за-
данной решетки, соответственно. Рассмотрим специальный случай задачи
GTSP-GC, в котором один из параметров, например, H, не превосходит
2 (в то время как W может принимать произвольные значения). Назовем
эту задачу GTSP-GC(H2), произвольная постановка такой задачи обла-
дает l-квазипирамидальным маршрутом для некоторого l, не зависящего
от числа вершин n и числа кластеров k.
Теорема 7. Произвольная постановка задачи GTSP-GC(H2) обладает
оптимальным 20-квазипирамидальным маршрутом.
Тем самым, в силу теоремы 5 имеет место полиномиальная разреши-
мость задачи GTSP-GC(H2) за O(n3).
В разделе 3.3 представлены две полиномиальные приближенные схе-
мы для медленно растущих значений параметра k = O(log n). Первая
схема основана на алгоритме динамического программирования, приме-
нимом для серии вспомогательных постановок геометрической задачи
коммивояжера. Второй алгоритм обобщает результат С.Ароры на слу-
чай обобщенной задачи коммивояжера на сетке.
Алгоритм 4
Input: задана постановка задачи EGTSP-k-GC и необходимое значение
параметра точности ".
Output: (1 + ")-приближенное решение.
1. Строим разбиение k непустых узлов решетки на t2 клеток с длиной




2. Каждой j-ой клетке поставим в соответствие множество Cj , содер-
жащее центры непустых дочерних клеток.
3. Для всех (c1; : : : ; ck) 2 C1  : : : Ck, используя процедуру динами-
ческого программирования, построим точное решение S(c1; : : : ; ck) соот-
ветствующей постановки задачи коммивояжера.
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4. Результатом работы алгоритма является кратчайший маршрут
S(c1; : : : ; ck).
Оценка точности Алгоритма 4 основана на том факте, что накоплен-
ная погрешность, индуцированная заменой заданных узлов ближайшими
центрами дочерних квадратов, не превосходит k
p
2=t.
Для оценки k в терминах длины оптимального решения GTSP, в
работе использован недавний результат, связанный с аппроксимируемо-
стью иной задачи комбинаторной оптимизации, заданной на кластерах
(Generalized Minimum Spanning Tree Problem, GMSTP)11.
Теорема 9. Для любых значений " > 0 и k > 4 Алгоритм 4 на-
ходит (1 + ")-приближенное решение задачи EGTSP-k-GC за время
O(k2(O(1="))2k) +O(n):
Основная идея Алгоритма 5 заключается в рандомизированном ре-
курсивном разделении объемлющего квадрата на квадраты меньшей пло-
щади и последующем поиске замкнутого маршрута минимального веса,
удовлетворяющего следующим ограничениям:
а) маршрут посещает в точности одну вершину из каждого кластера
Vi;
б) отрезки маршрута, соединяющие соседние вершины, являются
непрерывными ломаными и могут пересекать границы построенных
квадратов лишь в заданных наперед точках (порталах);
в) число и местоположение порталов, равно как и предельное количе-
ство допустимых пересечений сторон каждого квадрата, также за-
даются заранее и зависят от параметра ", определяющего точность
приближения.
Теорема 11. Для произвольного фиксированного " 2 (0; 1) и k > 4 Ал-
горитм 5 находит (1 + ")-приближенное решение для EGTSP-k-GC за
время 2O(k)k4(log k)O(1=") +O(n):
Следствие 5. 1) Для любых фиксированных значений k > 4 суще-
ствует алгоритм, являющийся эффективной линейной приближен-
ной схемой для EGTSP-k-GC. 2) Для k = O(log n) данный алго-
ритм является полиномиальной приближенной схемой с трудоемко-
стью O(n(log n)4(log log n)O(1=")) и эффективной полиномиальной при-
ближенной схемой с оценкой трудоемкости O(2O(1="
2)n(log n)5).
В разделе 3.4 для строится, приближенная схема, основанная на непо-
средственном применении аппроксимационной схемы для евклидовой по-
становки задачи коммивояжера. Показывается, что схема является PTAS
в случае быстро растущих значений параметра k = n O(log n).
13
Алгоритм 6.
Input: задана постановка задачи EGTSP-k-GC и необходимое значение
параметра точности ".
Output: (1 + ")-приближенное решение.
1. Рассмотрим разбиение V1; : : : ; Vk множества вершин V заданного
графа, индуцированное целочисленной решеткой.
2. Для всех (v1; : : : ; vk) 2 V1  : : :  Vk строим (1 + ")-приближенное
решение S(v1; : : : ; vk) для соответствующей постановки TSP с помощью
PTAS Ароры.
3. Ответом является маршрут наименьшего веса S(c1; : : : ; ck).
Обозначим через ti число узлов, принадлежащих i-му кластеру. Ко-
личество способов определить постановку задачи TSP, выбирая по од-
ному узлу из каждого кластера, равно t1  : : :  tk. Данное произведе-
ние достигает максимального значения при условии
Pk
i=1 ti = n в точке
ti = n=k. Так как для произвольного фиксированного " > 0 временная
сложность PTAS Ароры для постановки евклидовой TSP на k узлах со-







Теорема 12. Для любых фиксированных значений k и " > 0 Алго-
ритм 6 находит (1 + ")-приближенное решение EGTSP-k-GC за время
nk(log k)O(1=").
Следствие 6. 1) Алгоритм 6 является эффективной полиномиальной
приближенной схемой для EGTSP-k-GC при произвольном фиксирован-
ном k. 2) Для k = n   O(log n) Алгоритм 6 является полиномиальной
приближенной схемой с трудоемкостью O(nD+3(log n)O(1=")) и эффек-




1. Для задачи о цикловом покрытии фиксированного размера:
а) обоснована NP-трудность в сильном смысле как в общем случае,
так и в частных метрической и евклидовой постановках;
б) для метрической постановки построен 2-приближенный алгоритм
с асимптотически достижимой оценкой точности;
в) для произвольной фиксированной размерности пространства
d предложена эффективная полиномиальная аппроксимацион-










, сохраняющая свойства PTAS при k =
O(log n).
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2. Для обобщенной задачи коммивояжера:
а) впервые введены понятия l-квазипирамидального и l-
псевдопирамидального маршрутов для данной постановки задачи;
б) обоснован FPT-алгоритм (относительно параметра l) поиска
оптимального l-квазипирамидального маршрута с трудоемкостью
O(4ln3);
в) построен FPT-алгоритм (относительно параметров k и l) поиска
оптимального l-псевдопирамидального маршрута с трудоемкостью
O(2lkl+4n3).
3. Для обобщенной задачи коммивояжера на сетке:
а) показано, что при дополнительном ограничении на высоту сетки
H  2 задача разрешима за время O(n3);
б) построены три аппроксимационные схемы, две из которых на-
ходят (1 + ")-приближенное решение задачи за линейное от числа
вершин n время O(k2(O(1="))2k)+O(n) и 2O(k)k4(log k)O(1=")+O(n)
соответственно и являются PTAS при k = O(log n). Третья схема
обладает трудоемкостью (nk )
kk3(log k)O(1="), является EPTAS при
произвольном фиксированном k и сохраняет полиномиальность при
k = n O(log n).
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